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Cecion de mathématiques mobiceel.
1. Produit matriciel. (*) M (0) fwmk VIM’ WM MVM

@ FH2FAX3
Produ® xwlo*’m%(;l ;)(2_1>_(}§ 42)
) n 2 3 2 )7 '

Comito- ellts Oﬂmfab'b%' ~1 2 45
(b)

Loy 2 mobrics me
(2_1>(‘21 ;) dont par de type

La premiére matrice est de taille 2 x 2 et la deuxiéme matrice est de taille 3 X 2, et comme 2 # 3,
le produit n’est pas défini. Ce /P/ZDM d
(C) /M
. 4 3 2 3 -4 3 .
(s ) (zes )l 22 )=(7520)
V] 3 5 2 -7 11 -9
car on\Fégalité
4 3 2 3 —4 3 1 00
5 6 3 1 -2 2 =10 10
3 5 2 -7 11 -9 0 0 1
d) Ce sproduit d ‘alord
o~ A
0o 2 1 4 0
7 5 0 1 -1 (‘i} j>:
1 21 0 2

2
0
2 0 0 2 4 -2
=| -23 =5 ((1) 1 g j): -5 —28 —46 28
6 0 0 6 12 —6

2. Représentation matricielle des applications linéaires. (x) Considérons les fonctions linéaires
f:R®* = R?% g:R? - Ret h: R? - R3, définies par _
er=(1,0.0

(@1, @2, 23) = (@1 + 2w + 323, —22 + 3), €z =(0,1,0)
(A4

g(x1,12) = 31 + 22,
Wz1,22) = (z1 + 239, —4T1 + T2, T2). e; = (D/a/ 4)

(a) Donner, pour les bases canoniques de R, R?, R®, les matrices A, B et C représentant f, g et h.

Sol.:

Gola. rvient o, mette L9 3 12
wagp-de g =( 5 1) e e )
ta. e wolowme , ele

(b) Calculer les matrices, si elles existent, qui représentent foh, go f et go h.
Sol.:

e foh : La matrice représentative est donnée par

H(goh) = M- My =2 (4 % ) (0 1) (7 ),



e go f : La matrice représentative est donnée par

BA=(3 1)(5 _21 zI’):(?, 5 10 ).

e goh : Nexiste pas car h: R2 = R? et g: R?> = R. Ou, si vous préférez, les matrices B et C ne
sont pas de type compatible, car B € R'*2 et C' € R3%2,

(¢) Calculer en utilisant le produit matrice-vecteur I'image de z = (3,2) pa@g, h, foh e
R?X3 et

Sol.: Les produits matrice-vecteur Az et (BA)x ne sont pas de type compatible, car A €
BA € RY3, mais x € R%. Pour les autres produits on obtient :

3 L2 3
Bz = (3 1)<2>:11, Cx=| -4 1 (2
0 1

-7 7 3 =7
o= (7 0)(3)=(4)
3. L’image d’un vecteur. (x*) Soient B = {1,z,2%, 23} et C = {1,1 + 2,1 + 2z + 2% 1 + 2 + 2% + 23}

deux bases de I’espace vectoriel Rs[z]. Considérons l’application linéaire

Rs[z] — R[]
p(x) = q@)=px+1)"
(a) Pour le polynéme g(x) = 1 + 2z + 422 + 823, calculer [f(9)]s- Mﬁ’“’ towr oo cobonts

Sol.: Calculons le polynome f(g) € Rs[z]. On923:+4+3952+3;& et 440»#«?00& s Cﬂ%f ac

@)@ =glet1) =1+2a+1) +4e+ 1)’ +8a+1° = 1, 26, 6%, 23
(14+24+4+8)+(2+4-2+8-3)x+ (4+8-3)2” + 82° = 15 + 34z + 282” + 82°.

f:

15

Done, [(9)s = | g

8

(b) Calculer [f(g)]c directement, c-a-d, en calculant les coordonnées de f(g) comme une combinaison
linéaire des vecteurs dans C.

Sol.: Ici il faut trouver les nombres réels a, b, c,d tels que I’égalité suivante est vraie :
f(g)(x) =15+ 34z + 2822 +82° = a- 1+ b(1 + ) + c(1 + x + 2?) + d(1 + = + 22 + z3).

Ainsi, on obtient le systéme suivant pour a,b,c,d :

a+b+c+d=15 a=—19
b+c+d=34 b==6
<~
c+d=28 c=20
d:8 d:’
alors,
-19
6
= b Lk F(@)le =
= 20

(c) Calculer la matrice M(f)s.c.

Sol.: La matrice M(f)sc est la matrice dont les vecteurs colonnes sont les images par f des
vecteurs de la base B de départ, exprimées dans la base C d’arrivée. Calculons les images des

r [ [ ( -’
Mg ¢ = [ﬁ(m]c,g [if(bz)]g‘: [ﬁ(bs)]gi [ﬁmﬂa
!




vecteurs de la base B. O éﬁ/ W 67
=15 dw sars & foust, tor exprimn do Co- Lose e

fl@)=1:(1+=z),
)= +1)=14+20+2(=N - 1+z+2®)+1-1+2)—1-1,

(
I
f@®) =(z+1)3 :1+3x+3x2+x3@1~(1+x+x2+x3)+2~(1+:c+332)—2~1.

1 0 -1 =2
Done, on obtient M (f)g,c = 8 (1) 1 g
00 0 1

(d) En utilisant la question précédente et Prop. 3.18 du cours, calculer [f C&&l/ ULZA/ %

Sol.: Par Prop. 8.18 du cours, on a l’égalité swivante : CMW %
Flglle = M (N lole epulladt de

a0\ pout (b).

Alors, on obtient :

1 0 -1 -2
01 1 0 6
0 0 O 1 8

4. Matrices inversibles. (k)

(a) Soit A = < _11 ? ) et y = (2,1). Calculer (I — A)~! et en utilisant la matrice (I — A)~!

résoudre 'équation x — Az —y = 0. Ici, I, € R?>*? est la matrice identité.

Sol.: D’abord on calcule Uinverse de (I — A) : . (_‘_f On cheche %/
z .
T, - A 10)_}(1 0 01)_><10 0 1)0L‘b&nwm¢
- . Y
2 0 1 0 2| 10 01| = 0 ) mmatrice Solomtits
donc v ga«d»&

(834 4)

Orz—Arz—y=0s (L-Az=y<&

e (3 1)(D)-(4)
(b) Soit B = (1) ? Z . EX. .ot M?Méiw...tzi} »bmfomy
2 3 a

i. Pour quelles valeurs de a € R, la matrlce B est- elle inversible 7 Dans ce cas calculer B L

Sol.: 71/ WM a deux 7

1231100 12 3 1 0
01 4 | 0 1 0 | Lszs2hidle | g 1 4 0 1 0
23 a |00 1 00 a-2 | -2 1 1
\ 1 2 3 1 0 0
OW OW& 2% L3—Ls/(a—2) 0 1 4 0 1 0
obtonie ame  pour a2 00 1 | -2 L L
Wnc& Lolewlite 1 2 3 1 0 0
a goude FEEE 010 | s
0 0 1 -2 1 1
a—2 a—2 a—2
1 O O a—12 9—2a 5
Li—L1—2Ls—3L g2 ezz a2
% 01 0 a_22 “TQ 7(11,—2
O 0 ]‘ T a—2 a—2 a—2




Donc la matrice inverse

a—12 9—2a 5
= 8 a—6 —4

existe si a # 2.

ii. Dans le cas a = 3, résoudre le systéme Bz = (5,6,5).

Sol.:
5 5 B 9 3 5 5 —9
Be=|6 |eos=B"1]6 |- 8 -3 -4 6 | = 2
5 5 9 1 1 5 1

5. Les sept couleurs de l’arc-en-ciel (xx ) Il y a sept seaux avec de la peinture, remplis & 90% de
leur capacité. Chacun des seaux contient une peinture avec une couleur différente. 11 est possible de
transférer de la peinture d’un seau a l'autre (s’il y a assez de place), et donc de mélanger les couleurs.
On ne veut pas jeter de la peinture. La question est : peut-on obtenir une couleur homogéne dans au
moins un seau ?

Astuces :

Les couleurs <= un systéme de coordonnées dans R';
Un seau <= un vecteur dans R';
Un mélange <= une transformation élémentaire d’une matrice ;

Le rang <= la clé du succes!

Commencer en abordant la méme question pour deux seauz, chacun rempli a 60%.

Sol.: 2 seaux & 2 couleurs : On peut représenter les seaux par des vecteurs dans R?. Par exemple,
un seau rempli & 100% avec de la peinture blanche peut s’écrire comme (1,0) € R%, et un seau rempli
a 100% avec de la peinture noire peut s’écrire comme (0,1) € R2. Donc, en suivant l’astuce, on
commence avec deuz vecteurs v; = (0.6,0) et vo = (0,0.6). Si on les écrit dans une matrice, on a

1 0
A_AO_O.6-(0 1

Le mélange numéro n peut s’écrire comme une transformation élémentaire de la matrice A,_1, et cela
nous donne la matrice A, ayant la forme suivante. Supposons que l’on veut transférer a% de toute
la peinture contenue dans le seau numéro 1 au seau numéro 2. Donc, la premiére ligne de la matrice
A, est égale a la premiére ligne de la matrice A,—1 multipliée par (1 — 12-). Alors la seconde ligne de

A, est égale a la somme de la seconde ligne de A,,_1 et la premiére ligrigode A1 multipliée par 155 -
On remarque que o # 100, parce que %—l—g > 1, donc on ne peut pas vider un des seaux sans jeter de
la peinture. Done, (1 — ﬁ) # 0. D’une maniére similaire, on peut écrire ’autre mélange comme une
transformation élémentaire de la matrice A,_1. En tout cas, chaque mélange doit préserver le rang,

done, pour tout n, on arg(A,) = 2.

) . Cette matrice est de rang 2.

On observe aussi que, pour tout n, la somme des éléments dans chaque colonne de la matrice A,, est
égale o 0.6. Donc, la somme des vecteurs qui représentent les seaux est toujours égale a 0.6 - (1,1).
Enfin, si aprés k mélanges on obtient une couleur homogéne dans un seau, donc la matrice A, contient
une ligne de la forme k- (1,1). Mais le vecteur k- (1,1) est colinéaire ¢ 0.6 - (1,1). Done, les lignes
de la matrice Ay sont liées et le rang de Ay n’est pas égal a 2. Contradiction. On ne peut pas obtenir
une couleur homogéne dans un des seauz.

7 seaux a 7 couleurs : Il s’agit d’une généralisation immédiate du cas avec deux seaut.
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