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Section de mathématiques

Exercice 1. (Espaces vectoriels des fonctions)

1. Soit F = F(R,R) I'ensemble des fonctions de R vers R. Soit f,g € E, alors on peut définir la somme
[+ g ce qui est la fonction qui envoie z & (f + g)(x) = f(z) + g(x). Similairement, soit f € E et
A € R, alors la multiplication A € R est la fonction  +— (A - f)(z) = A+ f(x). Montrez que E muni de
ces deux lois est un espace vectoriel sur R.

2. Soit RN I’ensemble de toutes les suites de scalaires (u,)nen , Un € R, qui peut aussi étre vu comme
I'ensemble des fonctions F(N,R). Cet ensemble, muni des lois

(un)neN + (vn)neN = (Un + Un)neNa
a-(Un)nen = (@Up)pen  Ya €R,
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Sol.: On vérifie toutes les points de la définitions d’espace vectoriel pour l’espace des fonctions.
— (Al,associativité) : Soit f,g,h € F(R,R) alors

[(f +9) + D(2) = (f + 9)(2) + h(z) = f(2) + g(2) + h(z) = f(2) + (9 + h)(2) = [f + (¢ + W)](2)
— (A2, commutativité) : Soit f,g € F(R,R) alors
(f +9)(@) = f(z) +9(z) = (g + f)(x)

— (A3, élément neutre). On définie la fonction 0 : R — R par 0(z) = 0 pour tout x € R. Alors pour tout
feFRR)
(f +0)(z) = f(z) + 0= f(z)
— (A4, élémente opposé). Pour tout f € F(R,R), la fonction —f : R = R définie par [—f](z) = —f(z)
satisfait
[f + (=Nl(@) = f(z) = f(x) =0=0(x)
— (B1) Pour tout f € F(R,R), \,p€R on a
(A (- D) = Anf(z) = [(Aw) - fl(2).
— (B2,distributivité) Pour tout f € F(R,R), A,p €R on a
[(A+ ) - fl(@) = Af(2) + pf(x) =X+ p- fl(2).
— (B3, distributivité) Pour tous f,g € F(R,R), A€ R on a
A (f+9)l(@) = Af(x) + Ag(@) = [A- f+ A~ gl(z).
— (B4,élément neutre) Pour tous f € F(R,R),
[L- fl(z) =1 x f(z) = f().
(ici 1 € R).
On fait de méme pour les suites.
— (A1, associativité) : Soit u,v,w € F(N,R) alors
[(u+v)+wn= W40y 4w, =tn+ vy + Wy, =up+ V+w), =u+ (v+w),
— (A2, commutativité) : Soit u,v € F(N,R) alors

(u40)p =t + v, = (u+0),



(A3, élément neutre). On définie la fonction 0 : N — R par 0, = 0 pour tout n € N. Alors pour tout
u € F(N,R)
(u+0), =u,+0=1u,

(A4, élémente opposé). Pour tout u € F(N,R), la fonction —u : R — R définie par [—ul, = —u,
satisfait

(B1) Pour tout u € F(N,R), \,p € R on a
A (- w)]n = Mg = [(A) - ufp.

(B2, distributivité) Pour tout w € F(N,R), \,p € R on a

[N+ ) - ulp = Aup + py = [A-u+ p- ulp.
(B3, distributivité) Pour tous u,v € F(N,R), A€R on a

A (u+0)]n =My + v = [A-u+ X0,
(B4,élément neutre) Pour tous u € F(N,R),

[1-ulp=1Xuy = uy.

(ici1 €R).

Exercice 2. (Est ce un espace vectoriel 7) Pour chacun des espaces suivants, dire si c’est un espace vectoriel
ou non sur R. Si oui, prouver la (les) propriété(s) entre parenthése demandée(s), si non, expliquer quel axiome
est mis en défaut. Attention, certaines questions n’admettent pas pour réponse juste oui ou non.
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lespace E = {0} avec les lois usuelles. ~ (A.3)
. Vespace E = [0,1] avec les lois usuelles ~ (B.4)
. Vespace E=Z={...,-1,0,1,2,...} avec les lois usuelles. ~ (B.2)

. Tespace E = R? avec l'addition (x1,91) + (z2,y2) = (21 + y1, T2 + y2) et la multiplication \.(z,y) =
(Az,0). ~ (A.1, B.1)

5. Pespace E = {f :R — R | f(a) = b} avec les lois usuelles, ott @ € R et b € R sont fixés. ~ (toutes les
propriétés)

. espace E = R[z] des polynémes p: R — R sans borne sur leur degré, avec les lois usuelles. ~ (A2-B3)

(Est ce un espace vectoriel ?) On va ewplicisi c’est un espace vectoriel ou non sur R.

. OUI lespace E = {0} avec les lois usuelles est bien un espace vectoriel. Ici le plus simple est de

montrer que c’est un sous espace vectoriel de R mais on ne demande que de vérifier la condition

(A.8) : 0 € {E} et puisque O est l'unique élément de E on a bien 0+ 0 = 0.

NON Uespace E = [0,1] avec les lois usuelles n'est pas un espace vectoriel. En effet les lois +,- ne

sont pas déﬁ?@sur [0,1] x[0,1] = [0,1], et Rx [0,1] = [0,1] car 1+1 =2 ¢ [0,1] ou2-1=2¢ [0,1].
espace E=Z =1{...,-1,0,1,2,...} avec les lois usuelles n’est pas un espace vectoriel. La lois

—mest pas définit surRxZ —Z car\/i-lzﬂgéz.

NON Ul’espace E = R? avec laddition (x1,y1) + (vo,u2) = (z1 + y1,22 + y2) et la multiplication
A(z,y) = (Ax,0) n'est pas un espace vectoriel. Il nc& pas lélément neutre 1- (z,y) = (x,0) #
(z,y) siy#0.

Pour E={f:R—=R| f(a) =b} ¢ca dépend de b. Si b+ 0 ce n’est pas un espace vectoriel car il n’y
a pas d’élément neutre 0 € E (on peut aussi dire que f,g € E, alors (f + g)(a) = 2b # b et donc que

(f+g) ¢ E). Sib=0 c’est effectivement un espace vectoriel. Le plus simple est de montrer que c’est
un sous espace vectoriel de F(R,R). Soit f,g € E et A € R alors o
(f+9)(a) = fla) +g(a) =0 et [X-fl(a) =Af(a) =0

donc on a bien f+ge E et A- f e E.
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6. Oui Uespace E = R[x] des polynomes p: R — R sans borne sur leur degré, avec les lois usuelles est
bien un espace vectoriel. Méme chose plutét que vérifier toutes les conditions le mieux est de prouver
que E est un sous espace vectoriel de F(R,R). Ici on demandait cependant de ne montrer que (A2) :
Soit p=">"p_garz® et ¢ =3 }",bpx" deuz polynomes.

(p+ q)( Zakx —|—Zbk.’r Zbkx +Zakx (g +p)(z)

Et (B3) : Ici on peut supposer n = m quitte & ajouter des termes avec ap ou by, = 0. Pour A € R

A+ 9))( Z/\ (ag + by)x )\Zakl’ +/\Zbk:c z) + Mg(z)

Exercice 3. (Qui est un sous-espace vectoriel 7) Pour chacun des espaces suivants, dire si F' est un sous-
espace vectoriel de E ou non, et le prouver. Tous les espaces vectoriels F sont sur R.

1. E:MM(R),FZ{AEEM:(% Z) a,beR}

2. E=R} F={ M+ | X€R,veR}, ot u,v € R3 sont fixés.
3. E={f:[0,2r] >R | f(0) = f2m)}, F={f:[0,2nr] > R | f(0) = f(27) = a} ot a € R est fixé.
4. E=F(R,R), et
(a) i ={f:R—=R||f| <M}, ou M €R est fixé,
(b) F; l'ensemble des fonctions bornées de E.
5. E = Ry[z], F 'ensemble des fonctions impaire de E.
6. E un espace vectoriel (quelconque), F' = {u+v | u € U,v € V}, ot U,V sont deux sous-espaces

vectoriels (quelconques) de E fixés.

Sol.: (Qui est un sous-espace vectoriel ?) Pour chacun des espaces suivants, dire si F' est un sous-espace
vectoriel de ¥ ou non, et le prouver. Tous les espaces vectoriels E sont sur R.
1 a

1. NONF:{A6E|A:<O "

) , abe R} n'est pas un sous espace vectoriel de E = My 2(R). Il

ne contient pas l’élément neutre 0 = (8 0) .

2. OUI'F = {\u+ v | X € R,v € R} est bien un sous espace vectoriel de E = R3. Non vide et stable
par addition : Soit f1, fo € F alors on écrit f1 = \Mu~+ p1v et fo = Aau + uov avec A1, Ag, 1, 2 € R
et on a
fl +f2 = >\1U+,L61U+)\2U+,UQU = ()\1 +>\2)U+ (M1 +M2)’U el

et stable par multiplication pour tout c € R,

cfr = e(Au+ pv) = (eh)u+ (cpr)v) €
~~E WVWM#WW/meM W[O/ZE]
3. PourE—{f [0,27] = R | f(0) = f(2m)} et F = {f :[0,2n] = R | f(0) = f(2mr) = a} , F est
un sous espace vectomel si et seulement si a = 0. En effet si a # 0 alors U’élément neutre 0 ¢ F, et
donc F' n’est pas un espace vectoriel. Maintenant si a = 0 on a bien 0 € F stable par addition : Soit

f1, f2 € F alors f1(0) = f1(27) =0 et f2(0) = f2(27) =0 et donc
J1(0) + f2(0) = f1(27) + fo(2m) =0+ 0 =0
soit (fi + f2) € F et stable par multiplication pour tout ¢ € R,
cf1(0) = cfi(2m) =0

soit cfy € F
4. pour E = F(R,R),



L ‘ensemble F1 = {f :R—= R | |f| < M}, oo M > 0 est fizé, n'est pas un sous espace vectoriel de
F(R,R). En effet la fonction f(x) = M pour tout x appartient bien & Fy mais 2f(x) = 2M > M
et donc [2f] ¢ Fy. Par contre si M =0 alors Fy = {0} qui est bien un espace vectoriel. Enfin si
M < 0 alors Fy = () n’est pas un espace vectoriel.

(b) Oui Fy l’ensemble des fonctions bornées de E est bien un espace vectoriel. On a bien que 0 € Fy.
Stable par addition et multiplication : Soit f,g € Fy et \,u alors il existe N, M > 0 tel que
[f(z)| < N etl|g(z)| < M pour tout z € R. On alors

|(ASf + pg)(@)] = [(Mf(2) + pg(@)] < [(AlLf(2)] + [pllg(@)] < [AIN + pM

et donc que (Af + ng) est bien borné.

5. F lensemble des fonctions impaire de E = Ry[x] est bien un sous espace vectoriel. En effet 0 € F et
Soit p,q € F et A\, p alors p(—x) = —p(z) et ¢(—x) = —q(x) pour tout x € R. On alors

(Ap + pg)(—z) = Ap(x) + pg(—z) = —Ap(x) — pg(z) = —(Ap + pg)(z)

et donc que (Ap + ugq) € F.

6. Pour E un espace vectoriel (quelconque), F ={u+v | u € Uv € V}, ou U,V sont deux sous-espaces
vectoriels (quelconques) de E fizés est bien un sous espace vectoriel. En effet 0 € U et 0 € V et donc
0 =040 € F. Ensuite stable par addition et multiplication : Soit f1, fo € F alors on écrit f1 = uj+vs
et fo = us + vy avec uy,us € U et ,u1,v0 €V et A, u €R. on a

A1+ pfo = Aug + Avg + pue + poe = (Aug + pug) + (Avg + pog)

le premier terme de la somme appartient a U car U est un sous espace vectoriel et uy,us € U. De
méme le deuziéme terme de la somme appartient a V' car c’est un sous espace vectoriel et vi,vy € V.
Donc Afi +pfa € F
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