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Section de mathématiques

Exercice 1. Inverse d’une matrice A ’aide de la méthode du pivot, dire si les matrices suivantes sont
inversibles. Si oui, donner I'inverse.

Cin NB: 2C3 -Cs=C
1. A= 2 1 -3 4. D=2 0 1 ; 2 4
-1 0 2 1 3 2
1 0 0 -1
2.B=[0 1 0 0
01 -3 2 5
1 0 1
3.C=12 -1 1 E est une matrice cartée.

-1 1 -1 FE est une matrice triangulaire supérieure.




Exercice 2. Matrice de passage

1. Soit A € My 5(R). Expliquer la signification géométrique de = — Az

(a) si A est diagonale; “u-) Z cal

(b) si A est une matrice de rotation.
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et deux matrices de passage (observez qu’elles sont des matrices de rotation dans R?)
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74 W de (a) Montrer explicitement que le changement de base D = Q~1 AP donne une matrice diagonale.

tw/}%gﬂmmtm (b) La décomposition matricielle de A comme A = QDP~!, avec P et @Q matrices de rotation et

2 . D matrice diagonale, est appelée décomposition aux valeurs singuliéres. En considérant cette
décomposition, expliquer quel est I’effet de A comme transformation linéaire z + Q(D(P~1x))
dans 'espace R2. Trouver les angles ¢ et § associés aux matrices P et () respectivement.

Solution:
-4
(a) D’abord calculons la matrice inverse de Q: @
0 —1 1 0 . 1 0 0 1\ Los—L, 10 0 1
1 0 0 1 0 -1 1 0 0 1 -1 0
Maintenant calculons explicitement Q' AP: Z

- 0 1\[{-1 -3\ (£ 1 0 1) /0 -2 30
QlAP:(—1 0)(%5 _g><_2% é??):<—1 0)(3 0):<0 2)'

C’est bien une matrice diagonale.
(b) Ici, l'angle ¢ = =X et 0 = Z. Donc appliquer A = QDP~! signifie:

% D’abord une rotation d’angle —¢ dt a P!
* Puis une dilatation de 3 le long de ’axe des abscisses et de 2 le long de ’axe des ordonnées di & D

* Enfin une rotation d’angle 6 dia a Q.
Remarque: Ici la rotation et la dilatation sont des fonctions commutatives donc A signifie faire une
dilatation et faire une rotation d’angle § — ¢. ou inversement.

Exercice 3. Rang d’une matrice On a vu en cours que pour toute matrice A, on a rg A = rg AT, Vérifier
que cette propriété est bien vérifiée pour les matrices suivantes

2 0 -1 3
A=[1 3 5 1], B:(éSi?).
4 -6 —-13 7

Indication : Il n’est pas nécessaire d’appliquer la méthode du pivot si vous pouvez raisonner en utilisant
d’autres arguments.

Solution:
2 0 -1 3 2 0 -1 3

A _ 1 3 5 1 Lo—2Lo—L1 L3—Ls—2L4 0 6 11 1 Ls—Lo+Lg
4 -6 —13 7 0 -6 —-11 1
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2 1 4 2 1 4 2 1
AT — 0 3 -6 L3—2L3+Ly Ly—2L4—3L, 0 3 —6 Ls—L3+11Ls L4—3Ls+Lo _0| 3
-1 5 -—13 0 11 -—-22 0 0
3 1 7 0o -1 2 0 0

Donc rg(A) = 2 = rg(AT).

Pour B, on remarque que la matrice est déja échelonnée donc rg(B) = 2. De plus les deux lignes sont
linéairement indépendantes (da au 0 sur la lére coordonnée) donc les deux vecteurs colonnes de BT sont
linéairement indépendants et la fonction associée est surjective. Ainsi le rang de B’ est maximale et
rg(BT) = 2.

Exercice 4. Rang d’une matrice

1. Soient f: E — F et g: G — E deux applications linéaires ot on suppose g surjective. Montrer que
rg(f o g) =rg(f).
Remarque : si on note A et B les matrices respectives des applications f et g, alors, cela équivaut
rg(AB) = rg(A) sirg(B) = nombres de lignes de B.

Solution: On a que Im(fog) = {(fog)(x)|lz € E} = f({g(x)|lz € E}) = f(Im(g)). Comme g est
surjective alors Im(g) = E et donc f(Im(g)) = f(E) = Im(f). Puisque les ensembles sont les méme,
les dimensions aussi.

2. Soient f: E — F et h: FF — G deux applications linéaires ot on suppose h injective. Montrer que
rg(ho f) =rg(f).
Remarque : si on note A et C' les matrices respectives des applications f et h, alors, cela équivaut

rg(CA) =rg(A) si Ker(C) = {0}.

Solution: Remarquons d’abord que Ker(ho f) ={x € E|(ho f)(z) =0} = {x € E|f(z) =0} car h
est injective donc Ker(ho f) = Ker(f). De plus, on sait que dim(E) = dim(Ker(ho f)) +rg(ho f)
alors rg(ho f) = dim(E) — dim(Ker(ho f)) = dim(E) — dim(Ker(f)) = rg(f)-

3. Montrer qu’une matrice A € M,, ,,(R) est inversible ou nulle si et seulement si pour tout M € M,, ,(R),
on arg(AM) =rg(MA).
Indication : si A n’est pas inversible, cela veut dire qu’il existe X € R™ non nul tel que AX = 0. On
pourra donc poser des matrices M de la forme M = XYT.

Solution:

[=>] Supposons que A soit nulle alors pour tout M € M,, ,(R), AM = 0 = MA et les rang sont
égaux.

Sinon supposons que A est inversible alors la fonction associée est bijective. Comme elle est en
particulier injective, par le point précédent, pour tout M € M, ,(R), rg(AM) = rg(M). Comme la
fonction est également surjective, par le premier point, rg(MA) = rg(M). Donc rg(AM) = rg(MA).

[<=] Supposons que pour tout M € M, ,(R), on a rg(AM) = rg(MA) et que A ne soit pas
inversible. Alors il existe X # 0 € R™ tel que X € Ker(A). On pose M = XY 7T pour un certain
Y € R™. Ainsi rg(AM) = rg(AXYT) = rg(0) = 0. Donc rg(XYTA) =0et XYTA =0. Comme
X # 0 alors YT A = 0 pour tout Y (car YT A est un vecteur). Si Y7 = (1,0, ...,0) alors YT A est égale
a la premiére ligne de A. donc cette ligne vaut 0 partout. Maintenant si Y égale le vecteur avec 0
partout sauf en & la iéme coordonnée qui vaut 1 alors Y7 A donne la iéme ligne de A que est égale &
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0 partout. Donc A = 0.

BN

Remarque: De maniére générale si B # 0 et AB = 0 alors il existe au moins k et j tel que
n
By, ; # 0. Ainsi pour tout j, 0 = (AB)ij = Y A;1B;,;. Donc A;, k = 0 pour tout i et donc A posséde

1=0
au moins une ligne de 0. Si BA = 0 alors A posséde au moins une colonne de 0.
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